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АНАЛОГ АСИМПТОТИЧЕСКОГО РЯДА БЕССЕЛЯ
ДЛЯ ФУНКЦИЙ ФЕРРЕРСА
Получен аналог асимптотического ряда Бесселя для функций Феррерса.
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Хорошо известно [1, глава 2, § 29, (29.4)], что функция Бесселя первого рода
Jν(z) имеет при z →∞, | arg z| ≤ pi − ε (ε ∈ (0, pi)) асимптотическое разложение
Jν(z) ∼
√
2
piz
[
cos
(
z − νpi
2
− pi
4
) ∞∑
k=0
(−1)k(ν, 2k)(2z)−2k −
sin
(
z − νpi
2
− pi
4
) ∞∑
k=0
(−1)k(ν, 2k + 1)(2z)−2k−1
]
, (1)
где
(ν,m) =
Γ
(
1
2 + ν +m
)
m!Γ
(
1
2 + ν −m
) , Γ − гамма-функция.
Цель данной работы – получить аналог разложения (1) для функций Феррерса
(см. [2, глава 3, § 3, п. 57]). Функции Феррерса Tµν (x) (µ, ν ∈ C, x ∈ (−1, 1)) опреде-
ляются равенством
Tµν (x) =
eipiµ
Γ(1− µ)
(
1 + x
1− x
)µ
2
F
(
−ν, ν + 1; 1− µ; 1− x
2
)
,
где F - гипергеометрическая функция Гаусса. Они тесно связаны с функциями Ле-
жандра первого рода и играют важную роль в различных вопросах анализа. В част-
ности, с точностью до постоянного множителя, функция
(sin θ)1−
n
2 T
1−n
2
l+n
2
−1(cos θ), (l ∈ Z+, n ∈ N\{1})
является зональной сферической функцией на стандартной n -мерной сфере Sn =
{x ∈ Rn : |x| = 1}.
Для k ∈ Z+, p ∈ N, α ∈ C и r ∈ (0, pi) положим
dk(r) =

(−1)[
k+1
2 ]
k+1 ctgr, если k нечетно,
(−1)[
k+1
2 ]
k+1 , если k четно, k 6= 0,
0, если k = 0,
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A0 = (sin r)α−
1
2 ,
Ap = (sin r)α−
1
2
p∑
m=1
(−1)m (12 − α)m
m!
∑
k1+...+km=p
p!
k1! . . . km!
dk1(r) . . . dkm(r),
где (a)k =
Γ(a+k)
Γ(a) - символ Похгаммера. Основным результатом данной работы яв-
ляется
Теорема 1. Пусть ε ∈ (0, pi). Тогда при λ → ∞, | arg λ| ≤ pi − ε имеет место
асимптотическое разложение
Tµ
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2
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√
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Γ
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)
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3
2
)
.
Частные случаи теоремы 1 были известны ранее. Например, в [3, лемма 4.2]
было получено два члена асимптотического разложения (2). Этот результат затем
использовался для изучения некоторых вопросов интегральной геометрии на Sn.
Относительно других частных случаев теоремы 1 и близких вопросов см. [2, глава 6,
§ 3], [4, часть 1], [5, часть 2].
Доказательство теоремы 1.
Пусть сначала Reµ < 12 . Тогда по формуле Мелера-Дирихле (см. [6, 3.7 (27)])
Tµ
λ− 1
2
(cos r) =
eipiµ(sin r)µ√
2piΓ(12 − µ)
∫ r
−r
eiλt(cos t− cos r)−µ− 12dt. (3)
Обозначим
I(λ) =
∫ r
−r
eiλt(cos t− cos r)−µ− 12dt.
Из асимптотического разложения интегралов Фурье (см. [7, глава 2, § 10, пункт 10.3,
теорема 10.2]) имеем
I(λ) ∼ ei(pi( 12−µ)−λr)
∞∑
p=0
(−1)p Γ
(
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)
p!
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1
2
+
eiλr
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p=0
Γ
(
p− µ+ 12
)
p!
Ap
(iλ)p−µ+
1
2
,
где
Ap =
dp
dtp
((
cos(t− r)− cos r
t
)−µ− 1
2
)∣∣∣∣∣
t=0
, p ≥ 0.
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Отсюда
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Вычислим Ap. По формуле Тейлора
cos(t− r)− cos r
t
=
(cos t− 1) cos r + sin t sin r
t
=
1
t
( ∞∑
k=1
(−1)k
(2k)!
t2k cos r +
∞∑
k=0
(−1)k
(2k + 1)!
t2k+1 sin r
)
=
∞∑
k=0
tk
(k + 1)!
(−1)[ k+12 ]bk(r), (5)
где
bk(r) =
{
cos r, k − нечетно,
sin r, k − четно, k = 0, 1, . . . .
Перепишем (5) в виде
cos(t− r)− cos r
t
= sin r
(
1 +
∞∑
k=1
tk
(k + 1)!
(−1)[ k+12 ]ck(r)
)
= sin r(1 + τ(t)), (6)
где
τ(t) =
∞∑
k=1
tk
k!(k + 1)
(−1)[ k+12 ]ck(r), ck(r) =

ctg r, k − нечетно,
1, k − четно, k 6= 0,
0, k = 0,
k = 0, 1, . . . .
Положим F (x) = (1 + x)−µ−
1
2 . Тогда (см. (6))
Ap = (sin r)−µ−
1
2
dp
dtp
(
(1 + τ(t))−µ−
1
2
)∣∣∣∣
t=0
= (sin r)−µ−
1
2
dp
dtp
(F (τ(t)))
∣∣∣∣
t=0
.
Используем формулу
(F (τ(t)))(p) =
p∑
m=0
F (m)(τ(t))
m!
m∑
k=0
(
m
k
)
(−1)k(τ(t))k(τm−k(t))(p), p ≥ 0
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(см. [8, доказательство теоремы 2.11]). Поскольку τ(0) = 0,
(F ◦ τ)(p) (0) =
p∑
m=1
F (m)(0)
m!
(τm)(p) (0), p ≥ 1. (7)
Положив в формуле
(f1 . . . fm)
(p) =
∑
k1+···+km=p
p!
k1! . . . km!
f
(k1)
1 . . . f
(km)
m
f1 = . . . = fm = τ , получим
(τm)(p) =
∑
k1+···+km=p
p!
k1! . . . km!
τ (k1) . . . τ (km), m ≥ 1. (8)
Из (7) и (8) находим
(F ◦ τ)(p) (0) =
p∑
m=1
F (m)(0)
m!
∑
k1+···+km=p
p!
k1! . . . km!
τ (k1)(0) . . . τ (km)(0), p ≥ 1.
Таким образом,
Ap = (sin r)
−µ− 1
2
p∑
m=1
F (m)(0)
m!
∑
k1+···+km=p
p!
k1! . . . km!
τ (k1)(0) . . . τ (km)(0), p ≥ 1.
Учитывая, что
F (m)(0) = (−1)m
(
1
2
+ µ
)
m
и
τ (k)(0) =
(−1)[ k+12 ]
k + 1
ck(r) = dk(r),
из (3) и (4) получаем (2) для Reµ < 12 . Общий случай следует отсюда стандартным
методом продолжения по параметру (см. [6, 2.8 (30)] и [7, глава 2, § 10, пункт 10.3,
доказательство формулы (10.61)]). Таким образом, теорема 1 доказана.
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